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L'hybridation entre la WCIP (Wave Concept  
Iterative Procedure) et des méthodes volumiques 
comme la FDTLM (Frequency Domain Transmission 
Line Method), la FEM (Finite Element Method) et la 
méthode HDG (Hybridizable Discontinuous Galerkin) 
est présentée dans cet article. Le problème traité est 
celui de l'équation des ondes dans le domaine 
fréquentiel. Trois cas tests sont fournis pour valider 
l'hybridation en 2D.   
1. Introduction 
Notre travail décrit une hybridation de méthodes 
numériques dans le domaine fréquentiel afin d’étudier 
la susceptibilité électromagnétique de circuits 
microondes. L’objectif est ainsi de détecter les 
éventuelles perturbations induites sur un circuit par une 
source électromagnétique extérieure. Dans le cadre de 
notre modélisation, nous éclairons un circuit planaire 
par une onde et nous calculons les champs et courants 
électriques sur le circuit traité. L'une des méthodes 
utilisées, la WCIP [1], est particulièrement adaptée 
pour cette application mais elle ne permet pas de 
caractériser des circuits présentant des inhomogénéités 
diélectriques [2]. En conséquence, cette méthode a été 
hybridée avec la méthode des éléments finis (FEM), 
avec une méthode de type éléments finis discontinus 
"hybridée" (HDG) [3] et avec une méthode fondée sur 
la théorie des lignes de transmission (FDTLM). Une 
hybridation avec cette dernière méthode a déjà fait 
l’objet d’une communication [4]. L'intérêt de HDG 
réside dans sa flexibilité vis-à-vis des maillages 
utilisables, ils peuvent être non structurés, hybrides ou 
non conformes, et dans l'adaptativité possible de l'ordre 
polynomial d’approximation, ce dernier pouvant être 
choisi bas près de l'interface et éventuellement plus 
élevé quelques éléments plus loin. Trois exemples 2D 
de validation de l'hybridation sont traités dans ce 
résumé pour ces trois méthodes hybrides. Il est à noter 
que les cas TM et TE ont été étudiés, mais que seuls les 
résultats du cas TE sont présentés ici (les conclusions 
pour le cas TM étant identiques). L’objectif ultime de 
notre étude est de pouvoir traiter des cas 3D. 
 
 
2. Principes de l’hybridation 
Pour simplifier, le domaine de calcul est seulement 
séparé en deux milieux comme le montre la figure 1. 
Les deux frontières, x=0 et x=a, correspondent à des 
murs métalliques. Dans le cadre de l’hybridation, le 
domaine 1 est traité par la WCIP alors que le domaine 
2 est abordé par une autre méthode, le raccordement 
étant réalisé à l’interface. Côté WCIP, le domaine n’est 
pas borné alors que côté méthode volumique il l’est par 
une frontière métallique. La WCIP fait intervenir les 
ondes sortantes de l'interface linéique (Σ), A1 et A2 et 
les ondes entrantes B1 et B2 (figure 1). Le système 












































d  (1) 
où Id est la matrice identité, W1S est la discrétisation de 
l'opérateur WCIP définie par: FMTΓFMTS 11W1 −=  
avec Γ1 la matrice diagonale contenant les coefficients 
modaux de diffraction Γ1n , FMT une transformée 
modale rapide [1], F2S  la discrétisation de l’opérateur 
associée à l'autre méthode hybridée avec la WCIP, S 
l'opérateur de transmission entre les deux domaines et 
B0 représentant l'onde source. L'expression des Γ1n 
dans le cas où le domaine 1 n'est pas borné et dans le 



























Figure 1. Cas d’étude. 
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Y1nTE correspond à l’admittance d’un mode d’ordre n 
injecté dans le milieu 1, Z0 est l’impédance du vide, 
elle vaut 377Ω, a est la distance entre les plaques 
métalliques: a=1,27cm; k0 est le nombre d’onde dans le 
vide à la fréquence f0 avec f0=16GHz, ce qui nous 
donne k0=335rad/m, ω=10.1010rad/s et µ0=1,26.10-6 
kg·m·A-2·s-2.  
Les matrices du système linéaire (1) ne sont pas 
explicitement construites. Une résolution par GMRES 
[5] de ce système de taille 2N (N est le nombre de 
segments constituant (Σ)) est effectuée. La méthode 
itérative s'arrête lorsque la norme du résidu a été 
divisée par 108. Une comparaison avec une autre 
méthode itérative de résolution du système (1) (BI-
CGSTAB [6]) est évoquée dans la partie suivante. 
3. Résultats numériques 
Nous présentons 3 cas tests : la diffraction d’un 
mode guidé dans le vide sur une plaque métallique 
(figure 2a), la diffraction d’un mode sur une ligne 
microruban entourée de vide (εr,1=εr,2=1) et la 
diffraction d'un mode sur une ligne imprimée sur un 
substrat inhomogène (εr,1=1 et εr,2=5) (figure 2b). 
Enfin, nous donnons une comparaison des temps de 
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Figure 2. Exemples: a)Guide; b) Ligne microruban 
 
1.a. Diffraction d’un mode guidé sur une plaque 
métallique. 
On considère l’exemple de la figure 2a dans 
laquelle H=1,27cm et a=1,27cm. L’onde en excitation, 
B0, correspond à un mode TE1. Son expression est 





































Les propriétés des milieux 1 et 2 sont celles du 
vide. La solution analytique en champ électrique et 
magnétique étant connue, l’erreur relative de 
discrétisation en norme L2 sur le champ électrique E 
(Ey pour le cas TE) est évaluée (figure 3).  Dans un 
premier temps, pour la méthode hybride HDG/WCIP, 
des éléments finis P1 ont été choisis et pour 
FEM/WCIP, il s’agit d’éléments finis Q1. On constate 
que les erreurs relatives sont du même ordre pour les 
méthodes hybrides FEM/WCIP et FDTLM/WCIP et 
que la méthode HDG/WCIP a une erreur relative 10 
fois plus faible. On relève également que les 3 































Figure 3. Erreur relative sur E et obtention d’un 
ordre de convergence de 2. 
Ensuite, une comparaison entre la méthode 
hybridée avec HDG-P0, HDG–P1 et HDG-P2 a été 
effectuée sur le champ électrique E. Cette dernière est 
































Figure 4. Erreur relative de discrétisation sur E 
pour une hybridation avec HDG-P0, HDG-P1 et 
HDG-P2. 
Cette figure 4 montre que les ordres de convergence 
sont environ de 1 avec HDG-P0 et environ de 2 avec  
HDG-P1 et HDG-P2. Ceci vient du fait que l’ordre de 
convergence de la WCIP seule  est approximativement 
de 2. Nous avons tout de même une erreur relative 
diminuée dans le cas d’une hybridation avec HDG-P2.  
 
1.b. Diffraction par une ligne microruban 
Une ligne microruban est insérée au niveau de la 
ligne de raccordement entre les méthodes (Σ) (cf. figure 
2b). Elle est centrée et sa proportion de métal par 
rapport à celle de l’air est de 50%. Les deux domaines 
1 et 2 sont encore du vide. On injecte le mode TE1 sur 
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ce ruban et on calcule l’erreur sur le champ E et l'erreur 
sur le courant électrique J (Jy dans le cas TE). Dans ce 
cas, on ne connaît pas de solution analytique, la 
référence choisie est donc la solution obtenue par la 
WCIP en maillant fortement avec N=215 où N est le 
nombre de segments de (Σ).  Les erreurs relatives sur le 
champ et le courant sont décrites respectivement sur la 
figure 5 et sur le tableau 2. La variable Pas désigne le 
ratio entre le pas de maillage considéré et le pas de 
maillage initial caractérisé par h=794µm dans les deux 
directions x et z. Ainsi, un ratio de ½ signifie que le pas 
de maillage initial a été divisé par 2. Les ordres de 





























Pas FEM HDG FDTLM 
1 - - - 
1/2 0,8025 0,8827 0,8557 
1/4 0,8933 0,9373 0,9237 
1/8 0,9059 0,9350 0,9262 
1/16 0,9282 0,9507 0,9440 
Tableau 1. Ordres de convergence sur le champ E. 
On constate que les ordres de convergence 
respectifs pour le champ (tableau 1) et le courant 
(tableau 3) sont de 1 et 0,5 dans le cas TE quelle que 
soit la méthode mise en œuvre dans le milieu 2, avec 
des erreurs relatives très proches pour les différentes 
méthodes. La réduction d’ordre vient de la 
discontinuité entre le diélectrique et le métal.  
 
Pas FEM HDG FDTLM 
1 2,77.10-2 2,76.10-2 2,76.10-2 
1/2 1,95.10-2 1,95.10-2 1,95.10-2 
1/4 1,37.10-2 1,37.10-2 1,37.10-2 
1/8 9,65.10-3 9,59.10-3 9,61.10-3 
1/16 6,76.10-3 6,70.10-3 6,72.10-3 
Tableau 2. Erreur sur le courant J. 
 
Pas FEM HDG FDTLM 
1 - - - 
1/2 0,5037 0,5048 0,5044 
1/4 0,5064 0,5080 0,5073 
1/8 0,5097 0,5121 0,5111 
1/16 0,5139 0,5174 0,5160 
Tableau 3. Ordres de convergence sur le courant J. 
 
1.c. Diffraction par une ligne microruban 
imprimée sur un substrat inhomogène  
Comme évoqué dans l'introduction, la WCIP seule 
ne permet pas de traiter le circuit représenté sur la 
figure 2b, d'où l'intérêt de son hybridation avec d'autres 
méthodes. Sur cette figure 2b, est représentée une ligne 
microruban reposant sur un substrat de permittivité εr,2, 
entouré par 2 couches de substrat de permittivité εr,1. 
On prend ici εr,2=5 et εr,1=1, c'est-à-dire que de l'air 
entoure le substrat de permittivité εr,2=5. Pour effectuer 
nos comparaisons, nous maillons la méthode hybride 
FEM/WCIP à N=210, de sorte à avoir une référence. 
Les erreurs relatives sur E et J sont présentées dans les 
tableaux 4 et 5. Nous obtenons un ordre de 
convergence proche de 1 pour le champ E et un ordre 
situé entre 0,5 et 1 pour le courant. Vu que la 
discontinuité induite par le ruban est située au même 
niveau que celle associée au changement de 
permittivité,  il se peut qu'elle soit "moins bien vue" 
que dans le cas précédent, d’où un ordre de 
convergence qui se rapproche de 1 sur le courant et non 
de 0,5 comme dans le cas précédent. 
 
Pas FEM FDTLM 
 Erreur relative  Ordre Erreur relative Ordre 
1 2,22.10-2 - 2,48.10-2 - 
1/2 1,25.10-2 0,8308 1,34.10-2 0,8824 
1/4 6,50.10-3 0,9388 6,87.10-3 0,9689 
1/8 3,26.10-3 0,9959 3,40.10-3 1,0145 
1/16 1,50.10-3 1,1164 1,56.10-3 1,1222 
Tableau 4. Erreur relative sur le champ E. 
 
Pas FEM FDTLM 
 Erreur relative  Ordre Erreur relative Ordre 
1 2,11.10-2 - 2,06.10-2 - 
1/2 1,43.10-2 0,5615 1,39.10-2 0,5725 
1/4 9,37.10-3 0,6126 8,97.10-3 0,6296 
1/8 5,82.10-3 0,6879 5,47.10-3 0,7126 
1/16 3,31.10-3 0,8137 3,07.10-3 0,8366 
Tableau 5. Erreur relative sur le courant J. 
 
Afin de s'intéresser à l’influence du GMRES sur le 
nombre d’itérations nécessaires à la résolution, une 
comparaison avec une autre méthode itérative (BI-
CGSTAB [6]) est présentée dans le tableau 6. On 
constate que la méthode GMRES conduit à un nombre 
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plus faible d'itérations, notamment pour les maillages 
les plus fins.  
 
 
Pas FEM FDTLM 




1 12 12 12 12 
1/2 27 30 25 26 
1/4 48 51 46 49 
1/8 66 80 63 90 
1/16 84 147 82 128 
Tableau 6. Nombre d'itérations selon le solveur. 
Nous pensons que grossièrement pour une précision 
équivalente la complexité est quasi-identique entre 
toutes les méthodes hybrides. En conséquence, afin 
d'avoir un ordre de grandeur des temps de calcul, nous 
effectuons une moyenne des temps de calcul pour 100 
simulations en fonction du maillage considéré. Les 
résultats sont présentés dans le tableau 7. 
 
Pas FEM FDTLM 
1 0,43s 0,27s 
1/2 0,84s 0,70s 
1/4 1,7s 2,6s 
1/8 3,1s 19s 
1/16 8,4s 159s 
Tableau 7. Moyenne des temps de calcul pour 2 
méthodes hybrides. 
 Ce tableau montre que probablement une amélioration 
pourrait être apportée à la mise en œuvre de la méthode 
hybride WCIP/FDTLM pour obtenir des résultats 
proches de ceux de la méthode WCIP/FEM en termes 
de temps de calcul.  
4. Conclusion 
Ce travail  a permis de valider le principe de 
l’hybridation entre la WCIP et d’autres méthodes 
volumiques. Un ordre de convergence de 2 a été mis en 
évidence dans un cas canonique quelle que soit la 
méthode hybride utilisée (FEM, HDG ou FDTLM).  
L’insertion d’un ruban au milieu de la surface de 
discontinuité est également très concluante puisque les 
3 méthodes fournissent des résultats très proches, à 
savoir un ordre de convergence de 1 sur le champ 
électrique et un ordre de 0,5 sur le courant électrique 
pour un mode TE. Enfin, nous avons pu traiter un cas 
jusqu'alors impossible à traiter avec la WCIP seule à 
savoir un ruban posé sur un substrat inhomogène. Un 
ordre de 1 sur le champ et quasiment aussi égal à 1 sur 
le courant ont été mis en évidence avec les méthodes 
hybrides WCIP/FEM et WCIP/FDTLM. Ceci constitue 
les bases du travail en 3D. Ainsi, grâce à ces 
hybridations, des substrats inhomogènes en 3D, non 
traitables par la WCIP seule, pourront être étudiés avec 
ces méthodes hybrides en conservant les propriétés de 
conditions surfaciques de la WCIP. D'autres cas d'étude 
plus complexes, notamment des calculs de courants sur 
des circuits planaires mettant en œuvre des fonctions 
électroniques données pourront alors être envisagés. 
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